
第１４卷　第６期

２００６年１２月　　
　　　　　　　　

　 光学 精密工程

　ＯｐｔｉｃｓａｎｄＰｒｅｃｉｓｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
　　　　　　　　

Ｖｏｌ．１４　Ｎｏ．６

　　 Ｄｅｃ．２００６

　　收稿日期：２００６０８２１；修订日期：２００６０９２７．

　　基金项目：国家自然科学基金资助项目（Ｎｏ．５０５７５００２）；北京市自然科学基金资助项目（Ｎｏ．３０６２００４）

文章编号　１００４９２４Ｘ（２００６）０６１００９０８

动平台惯性参数对柔性并联机构

动力学特性的影响及优化设计
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摘要：利用柔性并联机构的动力学模型，定性地分析了动平台质量、转动惯量对柔性并联机构的动态响应、动态应力及固

有频率的影响。以动平台惯性参数边界条件、运动误差、固有频率、动态应力、驱动力矩等限制条件作为约束方程，将机

构总质量函数和弹性变形能函数采用线性加权组合成多目标函数，进行多目标优化设计，确定了动平台的最佳惯性参

数。通过对平面３ＲＲＲ柔性并联机构算例的分析和讨论，说明了动平台惯性参数在柔性并联机构的动力学分析和设计

中的重要作用。
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１　引　言

　　并联机构具有高速度、高加速度、承载能力

强、能耗低、误差小、精度高、易于控制等一系列优

点，在机构领域中占有十分重要的地位，已成为机

器人学和机构学领域的热门研究课题。并联机构

广泛地应用于多个领域，常作为高精密实时测量

仪器［１］、精密光学仪器［２，３］、快速精密加工机床［４］

等的平台，天文望远镜普遍采用并联机构作为方

位调整机构。

高速、轻型化是当今世界机械产品的主要标

志和发展趋势，并联机构中的轻质、细长杆件在高

速运动时表现出了刚性并联机构所没有的柔性性

能，杆件的弹性变形影响原设计的精度；杆件的动

态应力使杆件的强度设计成为一个不可忽视的问

题；杆件的弹性振动会导致整个机构的冲击、噪声

和疲劳。考虑杆件弹性因素的柔性并联机构的研

究具有重要的理论和现实意义，已经引起越来越

多的研究者的注意［５７］。

由于并联机构的末端操作器（如：测量设备、

光学仪器、加工设备、天文望远镜等）及相关的关

节配套装置（位于各支链与动平台的连接处）均安

装在动平台上，为使柔性并联机构能够正常工作，

动平台必须为刚体，而各杆件均为柔性杆。所以，

柔性并联机器人实质上是一个多闭环、多柔体与

刚体混合的非线性动力学系统，其运动规律比多

刚体系统或多柔体系统复杂。目前，柔性并联机

构的理论和实验研究还很不成熟［８１１］，关于动平

台惯性参数对动力学特性的影响的研究尚未

见诸文献。

通常，动平台的质量相对较大，而且安装在动

平台上的末端操作器及关节配套装置的质量分布

比较分散，导致动平台转动惯量较大。由于动平

台将各支链连接成一个整体，动平台的惯性参数

必然对机构的动力学特性产生不可忽视的影响。

本文旨在研究柔性并联机构的动平台惯性参

数对其动力学特性的影响及规律，并针对机构总

质量、弹性变形能等目标提出优化策略，为柔性并

联机构的设计和控制提供参考和指导。

２　柔性并联机构动力学模型

　　并联机构的主体结构是个多环机构，动平台

由数条并联的分支运动链与固定机座相连，见图１。

图１　并联机构结构简图

Ｆｉｇ．１　Ａｂｒｉｄｇｅｄｇｅｎｅｒａｌｖｉｅｗｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

首先，采用ＫＥＤ方法
［１２，１３］和有限元理论，建

立柔性并联机构的运动微分方程

犕·̈犝＋犆·犝＋犓·犝＝犉＋犙， （１）

式中，犝、犝、̈犝分别为系统弹性位移、弹性速度、弹

性加速度；犕、犆、犓分别为系统的质量、阻尼和刚

度矩阵；犉为系统惯性力；犙为系统外力。

其次，以动平台为研究对象，建立整个系统的

动力约束关系

犕Ｐ·̈狊Ｐ＋犕Ｒ·̈狊Ｒ ＝∑
犖

犽＝１

犳犽＋犙， （２）

式中，犕Ｐ、犕Ｒ 分别为动平台的质量和转动惯量；

狊ｐ、狊Ｒ 分别为动平台的线位移和角位移；犖 为支链

个数；∑
犖

犽＝１

犳犽 为各支链作用于动平台的合力。式

（２）即为柔性并联机构的动力约束条件。

然后，以各支链与动平台的连接点为研究对

象，建立整个系统的运动约束关系

犻犝＝犼犝＋犻犼（狊ｐ，犛Ｒ）， （３）

式中，犻犝 和犼犝 分别表示支链犻、犼与动平台连接点

的弹性位移；犻犼（狊ｐ，狊Ｒ）表示支链犻、犼与动平台连

接点的相对运动关系，是动平台线位移和角位移

的函数。式（３）即为柔性并联机构的运动约束条件。

将系统运动微分方程（１）与系统动力约束条

件（２）、系统运动约束条件（３）联立，即得到柔性并

联机构的动力学方程，该方程为“增广”的运动微
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分方程，格式同方程（１）一致，它真实地描述了柔

性并联机构的动力学特性，可由此求解柔性并联

机构的频率特性及动力响应。

３　动平台惯性参数对动力学特性的

影响

３．１　对动态响应的影响

为了精确地反映柔性并联机构的动力学特性

及分析动平台惯性参数对动力学特性的影响，在

推导机构的动力学方程时，必须考虑动平台惯性

参数的影响作用，则机构的动力学方程可改写为：

　（犕Ｌ＋犕Ｐ＋犕Ｒ）·̈犝＋犆·犝＋犓·犝＝

　　（犉Ｌ＋犉Ｐ＋犉Ｒ）＋犙， （４）

式中，下标含Ｌ的项为不考虑动平台惯性参数影

响的各项；下标含Ｐ、Ｒ的项分别为受动平台质

量、转动惯量影响的各项。

如果不考虑动平台惯性参数的影响，则机构

的动力学方程变为

犕Ｌ·̈犝Ｌ＋犆·犝Ｌ＋犓·犝Ｌ＝犉Ｌ＋犙， （５）

由方程（４）、（５）可知，动平台的惯性参数对机

构动力学方程中的质量和惯性力均产生了影响。

动平台的质量或转动惯量增大，一方面会导致系

统的质量增大，可使系统弹性位移减小；另一方

面，也会导致其产生的惯性力增大，又产生系统弹

性位移增大的趋势。所以，系统弹性位移的变化

取决于系统质量和惯性力的相对增幅。如果系统

质量的相对增幅较大，则系统弹性位移减小；反

之，则系统弹性位移增大。

从系统的能量角度分析，动平台的质量或转

动惯量增大会产生两方面的影响：一方面，动平台

伴随各杆件振动时会消耗更多的能量，导致分配

给各杆件的弹性动能和弹性势能减小，进而导致

机构弹性振动的振幅减小及振动频率降低；另一

方面，驱动器又必须提供更多的能量以实现预期

的运动规律，系统的弹性动能和弹性势能也会随

之增大，加剧了系统的振动。振幅及振动频率的

变化取决于系统弹性振动总能量和动平台吸收能

量的相对增幅。如果弹性振动总能量的相对增幅

较大，则系统振动加剧；反之，则系统振动减弱。

３．２　对动态应力的影响

杆件任意截面上的最大正应力的绝对值为

σ（珚狓，狋）＝
犈
犔
狌ｌｆ５（狋）－狌

ｌｆ
１（狋）＋犈犺 ∑

犻
φ犻″（珚狓）狌

ｌｆ
犻（狋） ，

（犻＝２，３，４，６，７，８） （６）

其中，犔表示单元长度；犈表示弹性模量；狌ｌｆ犻 表示

弹性变形各分量；犺表示中性层到最外表面的横

向距离；珚狓 表示应力发生的位置；狋表示时间；

φ犻（珚狓）表示弹性位移的型函数，可通过位移假定导

出［１２，１３］。犻″（珚狓）表示型函数对珚狓的二阶导数。

由式（６）可知，动态应力取决于杆件的弹性变

形，而弹性变形狌ｌｆ犻（狋）是弹性位移犝 的函数，通

常，弹性位移越大，则弹性变形越大。所以，动平

台惯性参数对动态应力的影响通常类似于对弹性

位移的影响。

３．３　对固有频率的影响

柔性并联机构无阻尼弹性振动固有频率为

ｄｅｔ｜ω
２犐－（犕Ｌ＋犕Ｐ＋犕Ｒ）

－１犓｜＝０， （７）

在此基础上，求解柔性并联机构的阻尼振动

的固有频率

ωｄ犻＝ １－ξ
２

槡 犻·ω犻， （８）

式中，ωｄ犻和ω犻分别为阻尼振动和无阻尼振动的第

犻阶固有频率；ξ犻为第犻阶相对阻尼系数。

方程（７）、（８）说明，如果动平台惯性参数增

大，则系统质量增大，会导致系统振动频率降低。

通常，用改变杆件各种参数的办法来调整系

统频率，以避免柔性机构产生低阶谐振现象或共

振现象［１２，１３］，改善机构的工作状况。由式（７）、

（８）可知，也可通过改变动平台惯性参数的办法调

整系统的固有频率。相比之下，这种方法的分析

过程更简单、易行、快捷，有利于工程实践。

由方程（４）～（８）可知，在保持动平台质量不

变的前提下，通过改变动平台的质量分布形式或

末端操作器及平台配套装置的质量分配方式等办

法，可以改变动平台的转动惯量，由此改变机构的

动力学特性和动态响应。这种方法可用于严格限

制动平台质量的情况。同样地，对于需要保持动

平台转动惯量不变的情况，也可通过类似的办法

调整动平台的质量，以得到预期的机构动力学特

性和动力响应。

综上所述，动平台惯性参数将对柔性并联机

构的动力学特性产生多方面的影响。深入研究动

平台惯性参数的影响可以为柔性并联机构的控制

和设计提供参考和指导，摸索出便于工程实践的

设计方法。
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４　优化设计

４．１　优化目标一：机构总质量最小

通常，构件质量越小，则惯性力越小，在同样

的运动学条件下动力学特性越好［１４］。同时，关节

副反力越小，关节驱动力矩下降，有可能使关节驱

动装置小型化。目标函数可写为

ｍｉｎ犠＝∑
狀

犽＝１
ρ犽犃犽犔犽＋犕Ｐ ， （９）

式中，犠 为机构总质量（本文中各杆件质量不变，

优化目标即为动平台质量）；ρ犽、犃犽 和犔犽 分别为

第犽个杆件的密度、截面积和长度；狀为杆件的数量。

４．２　优化目标二：总变形能最小

从某种意义上讲，多个关节把弹性杆件和刚

性平台连接起来构成了柔性并联机构，动平台会

影响各支链杆件的弹性运动，进而影响到系统的

柔性，而系统动态响应、固有频率、动态应力与机

构系统的柔性密切相关。所以，可把变形能作为

机构柔性的特征值。变形能越小，则柔性越小，或

者说构件的弹性变形不超过许用值及运动精度要

求时承载能力越大。因此，目标函数为

ｍｉｎ犜＝∑
狀

犽＝１

犜犽， （１０）

式中，犜和犜犽 分别表示总变形能和第犽个杆件的

变形能。

４．３　优化策略

在实际的设计中，单独追求质量轻或柔性小

并不合理，必须采用优化策略综合考虑质量和柔

性的因素。把总变形能限制在一个合理的范围

内，一方面保证机构具有一定的刚度以便完成操

作任务，另一方面要求机构能尽可能多地吸收一

些变形功，具有一定的能容量，使机构能在特殊运

动条件下实现特定的工作载荷［１４］。所以，优化目

标函数犳（狓）为两个优化目标的线性加权组合

犳（狓）＝α·犠（狓）＋β·犜（狓）， （１１）

式中，α和β为加权因子，反映了两个分目标函数

所占的比重，加权因子的选择不仅要考虑到对系

统柔性、总质量的综合控制，也要兼顾到使变量变

化对目标函数的灵敏度尽量趋向一致，以便得到

比较理想的优化结果。狓为设计参变量，包括动

平台的质量和转动惯量。

４．４　约束条件

首先，将机构末端操作器的运动误差小于预

定误差作为主要约束条件；其它的约束条件可以

是动平台惯性参数的边界条件、固有频率约束、动

态应力约束、驱动力矩约束等。固有频率约束是

将固有频率限制在一定范围内，以免引起共振或

低阶谐振；动态应力约束是保证杆件最大应力不

超过其许用应力；驱动力矩约束是保证各关节驱

动力矩不超过驱动装置的额定值。约束条件可写

为：

狊Ｐ≤狊
（Ｈ）
Ｐ ， （１２）

狊Ｒ≤狊
（Ｈ）
Ｒ ， （１３）

犕
（Ｌ）
Ｐ ≤犕Ｐ≤犕

（Ｈ）
Ｐ ， （１４）

犕
（Ｌ）
Ｒ ≤犕Ｒ≤犕

（Ｈ）
Ｒ ， （１５）

ω
（Ｌ）
≤ω≤ω

（Ｈ）， （１６）

σ犻≤σ
（Ｈ）
犻 ， （１７）

τ犼≤τ
（Ｈ）
犼 ， （１８）

式（１２）～（１８）中，ω、σ犻和τ犼 分别表示系统固有频

率、第犻个杆件的动态应力和第犼个关节的驱动

力矩；上标（Ｌ）和（Ｈ）分别表示下限和上限。

５　数值算例与分析

　　由于系统的质量矩阵的秩和惯性力列阵的维

数较高，构成均比较复杂，所以，无法用数学推导

的方法并以显式的形式确定动平台惯性参数对系

统动力学特性及动力响应的影响，只能通过数值

算例进行分析。

对平面３ＲＲＲ柔性并联机构进行计算和分

析，该机构的参数如下：

各杆的材料均为钢，密度为７８００ｋｇ／ｍ
３，弹

性模量为２．１×１０１１Ｐａ，泊松比为０．３，长度均为

０．２ｍ，截面积均为３ｍｍ×３ｍｍ。每根杆端部

的集中质量均为０．０４ｋｇ。三角形动平台的边长

均为０．０４２ｍ。机座的坐标分别为（－０．３，０）、

（０．１５，０．１）和（０．２，０）。

目标点为动平台中心点，运动规律为

犡＝０．０４２×ｃｏｓ（π·狋）

犢＝０．２５＋０．０４２×ｓｉｎ（π·狋）　（狋＝０～４狊）

β＝０．０１×ｃｏｓ（π·狋／１０

烅

烄

烆 ）

其中，犡和犢 分别表示动平台质心的狓、狔轴坐

标；β表示动平台的方位角。

将机构划分为６个单元，共设置２４个广义坐

标，见图２。
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图２　平面３ＲＲＲ并联机构广义坐标设置

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ３ＲＲＲｐａｒａｌｌｅｌ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　　由于基频通常在整个机构系统的固有频率中

占有主导地位，决定了系统的动力特性，而高阶频

率的作用相对要弱得多，不起决定作用。所以，图

３给出了柔性并联机构的基频平均值随着动平台

质量（转动惯量随之改变）变化的规律。

图３　基频与动平台质量的关系

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｂａｓｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍｍａｓｓ

由图３可知，动平台惯性参数的增加会导致

机构的柔性增大。因此，基频随着动平台惯性参

数的增加而递减。

图４～５分别给出了动平台质量为０、０．１ｋｇ

（转动惯量随之变化）时，柔性并联机构基频随时

间变化的情况。

由图４～５可知，如果不考虑动平台惯性参

数，基频会偏高，频率随时间的波动比较平缓。而

考虑和增大动平台惯性参数时，基频降低，频率波

动也加剧，这主要是由于较大的动平台惯性参数

在机构系统的弹性振动过程中，会周期性地吸收

和释放更多的弹性振动能量。当吸收能量时，会

导致系统振动频率降低；当释放能量时，又可能造

成振动频率的波动加剧。

图４　不计动平台质量时的基频

Ｆｉｇ．４　Ｂａｓｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｏｆ

ｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｍａｓｓ

图５　动平台质量为０．１ｋｇ时的基频

Ｆｉｇ．５　Ｂａｓｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ ｍａｓｓｏｆ

０．１ｋｇ

综上所述，动平台惯性参数对柔性并联机构

的固有频率有着重要的影响。

图６～８分别给出了动平台质量为０、０．１ｋｇ、

０．２ｋｇ（转动惯量随之变化）时，柔性并联机构目

标点运动误差随时间变化的情况。

图６　不计动平台质量时的运动误差

Ｆｉｇ．６　Ｍｏｔｉｏｎｅｒｒｏｒｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｏｆｐｌａｔ

ｆｏｒｍｍａｓｓ

由图 ６～８ 可知，动平台质量分别为 ０、

０．１ｋｇ、０．２ｋｇ时，目标点的最大运动误差分别为

３．３ｍｍ、－２．７ｍｍ、－７．７ｍｍ，误差波动逐渐减
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图７　动平台质量为０．１ｋｇ时的运动误差

Ｆｉｇ．７　Ｍｏｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｍａｓｓｏｆ０．１ｋｇ

图８　动平台质量为０．２ｋｇ时的运动误差

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｍａｓｓｏｆ０．２ｋｇ

缓。这是由于动平台惯性参数的变化同时影响系

统质量和惯性力。当动平台质量从０变化到０．１

ｋｇ时，系统质量的相对增幅较大，导致运动误差

减小；当动平台质量从０．１ｋｇ变化到０．２ｋｇ时，

系统惯性力的相对增幅较大，导致运动误差增大。

同时，由于较大的动平台质量、转动惯量在运动时

会吸收和释放更多的弹性振动能量，起到了抑制

运动波动的作用。所以，随着动平台惯性参数的

增大，目标点运动误差的波动逐渐减缓。

在各支链中，主动杆的最大动态应力均远大

于从动杆的最大应力。表１分别给出了动平台质

量为０、０．１ｋｇ、０．２ｋｇ、０．４ｋｇ（转动惯量随之变

化）时，各支链主动杆的最大动态应力。

表１　各支链主动杆的最大动态应力

Ｔａｂ．１　Ｍａｘｉｍａｌｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓｅｓｏｆｆｒａｍｅｄｌｉｎｋｓ

平台质量
动态应力（ＭＰａ）

主动杆一 主动杆二 主动杆三

０ ９９．９ ９１．４ １６１．０

０．１ｋｇ １１６．９ １３１．８ １５４．２

０．２ｋｇ ８１．２ １０９．３ １５５．８

０．４ｋｇ １９０．２ ２４１．０ ２３５．１

通常，杆件的弹性变形越显著，则杆件的动态

应力越大。由表１可知，当动平台质量（转动惯

量）较小时，如０～０．２ｋｇ，动平台质量（转动惯

量）增大并不一定会导致杆件动态应力始终随之

增大，说明此时的杆件弹性变形并不随着动平台

质量（转动惯量）的增大而增大。但当动平台质量

（转动惯量）超过某个值时，如０．４ｋｇ，杆件动态

应力则持续增大，说明这种情况下的杆件弹性变

形会一直随着动平台质量（转动惯量）的增大而增

大，应避免动平台质量的继续增大。

由图６～８和表１可见，动平台惯性参数对柔

性并联机构动态响应（运动误差）和动态应力的影

响与末端负载对柔性串联机构的影响有明显的不

同［１５］。主要原因是由于并联机构属于多环系统，

动平台惯性参数对各分支运动链的运动影响程度

各异，而各分支运动链有复杂的运动耦合关系，当

各运动链的运动耦合关系导致部分弹性变形或弹

性位移相互抵消时，系统的动态应力、运动误差会

减小；反之，则增大。可见，动平台惯性参数对柔

性并联机构运动误差和动态应力有重要的影响，

其影响不仅取决于动平台惯性参数的数值，更主

要地取决于各分支运动链的运动耦合关系。

将动平台质量限制在０．２～０．４ｋｇ；动态应

力限制在２００ＭＰａ内；目标点线位移误差和角位

移误差分别限制在５ｍｍ和０．０１７ｒａｄ内，进行优

化计算，优化解见表２。

表２　优化解的比较

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｏｐｔｉｍａｌｄｅｓｉｇｎ

加权因子 优化解

α β 质量（ｋｇ） 惯量（ｋｇｍ
２）

方案一 １ ０ ０．２１６ １．１３５×１０－５

方案二 ０．７５ ０．２５ ０．２３７ １．２４３×１０－５

方案三 ０．５ ０．５ ０．２５４ １．３６７×１０－５

方案四 ０．２５ ０．７５ ０．３１８ １．４１８×１０－５

方案五 ０ １ ０．３８９ １．４８６×１０－５

方案一为总质量最轻的单目标函数的优化结

果；方案五为变形能最小的单目标函数的优化结

果；它们的优化结果分别代表总质量最轻而柔性

最大、总质量最大而柔性最小。方案二、三、四将

总质量较轻和变形能较小两个目标结合起来进行

优化。其中，方案二、四分别侧重于总质量较轻、

应变能较小，方案三以同样的权重考虑两个目标。
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随着质量权重的降低及变形能权重的增加，在满

足各约束条件的前提下，质量递增，而柔性递减。

所以，可通过调整加权系数的办法获得满足各方

面要求的最佳结构，具体的调整方法将在另外的

文章中给出。以方案三为例，质量比方案一仅增

加了１７．６％，获得了满足各约束条件的质量较轻

且变形能较小的最佳结构。因此，多目标优化的

策略是合理的、可行的，能够获得满意的结果。

６　结　论

　　借助于平面３ＲＲＲ柔性并联机构的数值算

例，说明动平台质量、转动惯量是重要的设计参

数，对于柔性并联机构的动态响应、动态应力和频

率特性具有重要的影响。为了得到预期的动力学

特性，选用合理的动平台惯性参数是非常必要的。

以动平台惯性参数为设计变量，以动平台惯

性参数边界条件、运动误差、固有频率、动态应力、

驱动力矩等限制条件作为约束方程，针对机构总

质量和弹性变形能等多个目标进行优化设计，可

得到质量轻且变形能小的最优结构。多目标优化

策略为柔性并联机构的优化设计及后续的弹性动

力综合和控制的研究奠定了基础。
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